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Re´sume´
Depuis plusieurs anne´es maintenant, l’intuitivite´ et la facilite´ d’utilisation sont au centre
des interfaces utilisateurs. Depuis les anne´es 90 avec la sortie de la premie`re tablette
graphique, le sketching est devenu un des facteurs cle´s ame´liorant ces deux notions. Notre
projet se de´compose en deux contributions principales : sketch 2D et sketch 3D.
Dans un premier temps, on cherche a` approcher au maximum et en 2D les techniques
artistiques couramment utilise´es en matie`re de sketching, c’est-a`-dire de´terminer interacti-
vement et incre´mentalement le trace´ final d’un artiste a` l’aide de l’ensemble de ses trace´s.
Pour cela, nous utiliserons l’analyse en composantes principales, PCA, locale.
Finalement, on cherche a` utiliser cette technique afin d’esquisser en 3D. Cependant, na-
viguer dans une sce`ne 3D, qu’elle soit vide ou munie d’objets quelconques, n’est pas du
tout trivial, et il l’est encore moins pour l’esquisse 3D. C’est pourquoi nous passerons
par l’esquisse 2D12 , ou` l’utilisateur esquisse sur deux types de plan, les plans de dessin
permettant de tracer directement la courbe 3D, et les plans de boˆıte de projections per-
mettant d’e´diter la courbe de´ja` cre´e´e a` l’aide de projections. On introduit la notion de
mise en correspondance par surface minimale, permettant d’associer deux courbes lorsque
l’utilisateur rede´finit une des projections de la courbe.
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Introduction
Aujourd’hui, l’ordinateur est un outil indispensable, mais il ne permet pas encore de rem-
placer toutes les techniques de travail et d’art. Dans ce rapport, on s’inte´resse a` de´velopper
une technique d’esquisse (sketching) par ordinateur ou` un artiste trace plusieurs traits pour
obtenir une ide´e ge´ne´rale et ensuite la raffiner. Le concept semble a priori simple mais ap-
porte vite un grand nombre de proble´matiques quant a` son adaptabilite´. Notre but se
de´compose en deux contributions principales. D’un coˆte´ l’aspect 2D, ou` l’on cherche a` ap-
procher ce que pourrait re´aliser un artiste, et comment il aimerait le re´aliser, c’est-a`-dire
afficher en temps re´el le re´sultat final produit par l’ensemble des trace´s, sans pour autant
afficher tous les traits et cacher le re´sultat de´sire´. De l’autre l’aspect 3D ou` l’on e´tend
notre technique graˆce aux avantages que procure l’informatique afin de pouvoir cre´er des
esquisses 3D.
L’avantage principal de l’esquisse sur papier est que l’artiste peut graduellement approcher
le re´sultat final tout en affinant, petit-a`-petit, son trace´. Il peut appuyer plus ou moins sur le
crayon pour jouer sur l’importance de ses trace´s. Il peut gommer des parties insatisfaisantes
et calquer les parties inte´ressantes. Lorsqu’on e´tend informatiquement cette me´thode, plu-
sieurs proble´matiques entrent en jeu. Comment repre´senter nume´riquement les trace´s d’un
artiste ? Comment de´terminer le re´sultat final attendu par rapport a` l’ensemble des trace´s
produits ? En repre´sentant les trace´s de l’utilisateur par un nuage de points ordonne´ dans le
temps et l’espace, on cherche a` en extraire la courbe finale re´sultante. Les directions locales
de cette courbe finale sont principalement de´duites a` l’aide de l’analyse en composantes
principales, PCA. Un syste`me de poids est mis en place afin de diffe´rencier l’importance
des trace´s, et entre directement en compte dans le calcul du PCA.
D’un autre coˆte´, travailler par ordinateur a aussi ses avantages sur l’esquisse sur papier.
D’abord il permet de revenir en arrie`re, d’effacer l’inutile et d’alterner entre plusieurs
repre´sentations. Contrairement au papier, il permet d’interagir avec des sce`nes 3D. L’ide´e
ici est d’e´tendre les techniques utilise´es par les artistes pour pouvoir dessiner en 3D. Ce-
pendant, e´voluer dans un espace 3D e´tant de´ja` peu intuitif pour une grande majorite´
des utilisateurs, l’efficacite´ de l’esquisse 3D est fortement compromise. Peut-on tout de
meˆme rendre le 3D utilisable et ainsi exploiter cette grande source de talents artistiques
traditionnels ? La technique mise en place se base essentiellement sur la rede´finition des
“ombres” de la courbe, a` l’aide de boˆıtes de projection.
Pour bien comprendre les me´thodes de sketching mises en place durant le stage, on
conside`re, avant de conclure, quatre parties diffe´rentes. La premie`re explique les difficulte´s
rencontre´es lorsqu’on esquisse par ordinateur, ainsi que les techniques de´ja` de´veloppe´es
pour re´soudre ces proble`mes. La seconde de´crit comment obtenir un trace´ final a` par-
tir d’ensembles de trace´s produits. La troisie`me montre comment e´tendre le sketching au




Transformer son ordinateur en feuille blanche et sa souris en crayon a` papier n’est pas des
plus facile. En effet, “dessiner sur ordinateur” est loin d’eˆtre efficace, spe´cialement lorsque
nous essayons de dessiner dans un environnement 3D. Dans cette section, on montre que
quelque soit l’artiste, la me´thode d’esquisse est assez similaire. C’est cette me´thode que
l’on cherche, par la suite, a` reproduire par ordinateur.
1.1 Loin du crayon, proche de l’artiste...
Figure 1.1 – Exemple de brouillon issu de White [Whi06].
Chaque artiste a son propre style, mais tous utilisent plus ou moins la meˆme technique.
Tout de´bute d’une base, d’une vague e´bauche, qui devient de plus en plus pre´cise au fil
des trace´s. Un artiste peut repasser des dizaines et des dizaines de fois sur un trace´ pour
l’affiner, jusqu’a` arriver au re´sultat de´sire´. Cependant, ceci ne pose pas ne´cessairement
d’inconve´nients lorsque l’on travaille sur papier car on peut toujours gommer les parties
insatisfaisantes. Mais qu’en est-il si l’on se pose devant un ordinateur ?
1.1.1 Du crayon a` la souris
Apre`s le clavier, la souris est l’outil le plus populaire pour “communiquer” avec son or-
dinateur. En effet, d’un coˆte´ on a une souris, entre´e 2D dans la plupart des cas, qui est
directement en lien avec un e´cran (LCD, CTR, etc.), 2D lui aussi. Il n’y a donc aucun
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souci a` ce niveau. Ne´anmoins, nous verrons dans la suite de ce rapport qu’il y a beaucoup
plus de difficulte´s lorsque la souris est utilise´e pour interagir avec un espace 3D.
Pour le moment, si l’on se focalise sur une sce`ne 2D, il n’y a aucun proble`me a` conside´rer
que notre souris d’ordinateur fera office de crayon et que l’e´cran remplacera la feuille de
papier. Maintenant, e´tudions de plus pre`s les techniques artistiques couramment utilise´es,
afin d’essayer de les reproduire nume´riquement.
1.1.2 Du brouillon au re´sultat attendu
Le but de notre recherche est d’approcher au mieux les techniques artistiques couramment
utilise´es en esquisse. Cependant, plusieurs hypothe`ses et contraintes peuvent eˆtre mises
en place, notamment face au type d’application auquel cette technique est voue´e a` eˆtre
utilise´e.
L’hypothe`se principale sur laquelle se base notre travail est qu’habituellement, on conside`re
que l’artiste peut repasser des dizaines de fois autour du meˆme endroit pour affiner son
trace´ (voir figure 1.1). Les trace´s peuvent eˆtre longs ou courts, le´gers ou gras.
Afin d’obtenir une bonne interface d’esquisse, il est aussi primordiale de limiter les interrup-
tions dues aux processus de calculs. Ceci pourrait fortement nuire a` la bonne repre´sentation
des techniques d’esquisse artistiques couramment utilise´es.
L’expe´rience que l’on tire du 2D va pouvoir eˆtre utilise´e au 3D. L’utilisateur e´tant beaucoup
plus a` l’aise au dessin de forme 2D que 3D, on veut utiliser cette information afin de faciliter
l’esquisse 3D. L’utilisateur ne dessinera pas une sce`ne 3D comple`te mais une succession
de courbes planaires qu’il associera comme bon lui semble, et qui pourront repre´senter un
chemin d’animation ou une de´formation.
Finalement, e´tant donne´ que les courbes doivent, en partie, servir a` l’animation, la courbe
re´sultante doit, bien e´videmment, eˆtre la plus proche possible des trace´s, e´voluer de fac¸on





Figure 1.2 – (a) Trace´s obtenus en re´cupe´rant les positions de la souris. (b) Re´sultat
attendu.
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1.2 Etat de l’art ge´ne´ral
1.2.1 Le sketching en ge´ne´ral
De jour en jour les performances informatiques sont de plus en plus e´leve´es. C’est graˆce
a` ces performances qu’aujourd’hui on cherche a` ame´liorer les interfaces utilisateur, mais
aussi a` les rendre plus intuitives. Afin d’ajouter cette notion d’intuitivite´ a` une interface
utilisateur, le sketching entre souvent en jeu. Depuis la sortie de la premie`re tablette gra-
phique au de´but des anne´es 90, les interfaces utilisateur base´es sur le sketching sont de
plus en plus pre´sentes. Depuis plusieurs anne´es, il existe une confe´rence “Sketch-based In-
terfaces and Modeling” entie`rement de´die´e a` ce domaine, et re´cemment, Jorge et Samavati
ont publie´ un livre [JS10] retrac¸ant l’ensemble des applications impliquant du sketching.
Ces applications regroupent un vaste domaine d’activite´s allant de l’animation (avec l’es-
quisse de courbes d’animation, de poses cle´s, etc.) a` la mode´lisation (avec l’esquisse de
mode`les 2D ou 3D). Nous ne de´taillerons ici que deux des travaux les plus relie´s a` notre
approche.
1.2.2 “Improving the Sketch-Based Interface”
Le sketching est de plus en plus utilise´, ne´anmoins sa repre´sentation actuelle se limite au
dessin de courbes simples, ou de courbes successives. Peu de solutions propose´es mettent
en avant le calcul d’un trace´ final a` partir de trace´s multiples. Pusch et al. [PSNW07]
sont parmi les rares chercheurs a` avoir e´tudie´ le proble`me. Leur approche est essentiel-
lement base´e sur l’analyse en composantes principales ou PCA (pour plus d’information
sur le PCA, voir section 2). Leur but est d’ordonner l’ensemble des points produits par
les trace´s de l’utilisateur. Pour cela, ils conside`rent qu’un ensemble de points est facile a`
ordonner s’ils ont plus ou moins la meˆme composante principale. Le PCA est effectue´ a`
l’inte´rieur de boˆıtes englobantes aligne´es sur les axes X et Y. Si les trace´s contenus dans
chaque boˆıte n’ont pas une composante principale assez similaire, ils subdivisent cette
boˆıte re´cursivement jusqu’a` obtenir des trace´s “de meˆme direction”, et donc jusqu’a` pou-
voir ordonner les points contenus dans chacune des boˆıtes. Le trace´ final est obtenu en
assemblant l’ensemble des re´sultats obtenus dans chaque boˆıte.
Figure 1.3 – Re´sultat de la me´thode de Pusch et al. [PSNW07].
Comme on peut le voir sur la figure 1.3, les re´sultats obtenus sont plutoˆt convainquants.
Ne´anmoins, leur solution pre´sente quelques limites a` notre vision du processus artistique.
Comme ils l’expliquent, leur solution n’est pas en mesure de prendre en compte tous les
types de trace´s. Chaque trace´ ge´ne´re´ doit eˆtre de classe C1, c’est-a`-dire que le trace´ est
de´rivable sur un voisinage et que sa de´rive´e est continue. Plus concre`tement, ils n’acceptent
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pas de trace´s aux formes extravagantes. De plus chaque trace´ ne peut pas s’auto-intersecter.
Finalement, leur technique n’est pas “sensible” au bruit. Or, dans la solution que nous ai-
merions de´velopper, nous voudrions pouvoir donner a` l’utilisateur la possibilite´ de cre´er
des de´tails de plus en plus fins. Or est-ce que ces de´tails feront office de bruit dans leur al-
gorithme ? Il s’agit donc d’une approche inte´ressante, avec de bons re´sultats, mais souffrant
de quelques limitations qu’un artiste et nous aimerions e´viter.
1.2.3 “I Love Sketch”
Bien que les techniques d’esquisse 2D soient de plus en plus e´tudie´es, on trouve encore peu
de travaux lie´s a` l’esquisse 3D. Bae et al. [BBS08] ont propose´ ILoveSketch, un syste`me
d’esquisse de courbes 3D. Habituellement, le gros plus souci avec les interfaces d’esquisse
3D est qu’elles placent l’utilisateur dans un monde 3D sans pour autant lui fournir l’adap-
tation ade´quate permettant de passer de la 2D a` la 3D en terme d’esquisse. ILoveSketch
essaie de de´tourner ce proble`me pour que l’utilisateur puisse cre´er des re´seaux de courbes
3D complexes. Pour cela, ils partent de plusieurs objectifs principaux. Premie`rement, il est
ne´cessaire a` tout bon syste`me d’esquisse d’avoir, lors du sketching, un minimum d’interrup-
tions par le processus. Ensuite, ils facilitent au maximum la navigation 2D/3D (en ajoutant
par exemple des changements de came´ra automatiques). Finalement, ils affichent dynami-
quement les informations visuelles ne´cessaires pour assister l’esquisse 2D/3D. Bae et al.
[BBS08] proposent un grand nombre de techniques de cre´ation de courbes 3D. Chacune
de ces techniques est utilise´e suivant plusieurs contraintes qui sont visuelles (chaque angle
de vue ne produira pas force´ment le meˆme re´sultat) ou ge´ome´triques (esquisse de courbes
syme´triques, de courbes en lien avec les autres courbes/surfaces “proches”, etc.).
Figure 1.4 – Re´sultat de la me´thode de Bae et al. [BBS08].
ILoveSketch re´sout en partie la proble´matique de l’esquisse 3D, et permet d’avoir de tre`s
bons re´sultats (figure 1.4). Ne´anmoins, il est bien pre´cise´ que le public vise´ pour leur
syste`me est assez restreint. En effet, utilisant un grand nombre de contraintes ge´ome´triques
comme les syme´tries, et de contraintes visuelles comme le dessin en perspective, ce syste`me
est fortement de´conseille´ aux utilisateurs n’ayant pas de connaissances avance´es en matie`re
de sketching. Notre but est de pouvoir de´velopper une technique d’esquisse 3D, un peu
plus ouverte au grand public.
Bae et al. [BBS08] ont aussi ajoute´ la fonctionnalite´ de de´terminer le trace´ principal a`
partir de trace´s multiples a` leur syste`me. Ne´anmoins, celui-ci n’est pas perfectionne´ et ne
peut pas diffe´rencier des trace´s de raffinements des trace´s ge´ne´raux comme nous aimerions
faire.
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Calcul de courbe principale
Nume´riquement, les trace´s produits par l’utilisateur correspondent a` une suite temporelle
de points, ou un nuage de points, pour l’instant limite´ au 2D. Cette suite est obtenue en
re´cupe´rant successivement dans le temps l’ensemble des positions de la souris a` l’e´cran lors
de son de´placement.
Cette section montre comment de´terminer le trace´ principal ou courbe, a` partir d’un
ensemble de points. Pour cela, on dispose de deux informations essentielles qui sont la
position des points des trace´s dans l’espace et a` quel moment chaque point a e´te´ cre´e´.
Lorsqu’un artiste dessine sur papier, il cherche a` approcher petit a` petit le re´sultat de´sire´.
La courbe principale repre´sente, en temps re´el, le re´sultat final obtenu avec les trace´s
de´ja` produits. Notre solution se base essentiellement sur le parcours du nuage de points
ge´ne´re´ par l’ensemble des trace´s. C’est le re´sultat du parcours qui de´termine la courbe
principale.
2.1 Etat de l’art
2.1.1 Quelques notions sur le PCA
Partant d’un nuage de points, notre but est de pouvoir le parcourir. Pour ce faire, il est
ne´cessaire d’extraire, a` partir des position des points dans l’espace, d’autres informations
qui faciliteront ce parcours. Le PCA (ou ACP en franc¸ais, analyse en composantes princi-
pales) permet d’extraire les directions principales d’un nuage de points. C’est cette notion
de “direction de nuage” qui est importante au calcul de la courbe principale.
Le PCA utilise les transformations orthogonales (voir appendice 1) afin de convertir un en-
semble d’observations de variables en un ensemble de valeurs de variables non corre´le´es, ap-
pele´es composantes principales. La transformation est de´finie de telle sorte que la premie`re
composante principale ait la plus forte variance. Les composantes principales suivantes,
quant a` elles, sont aussi ordonne´es successivement selon la plus forte variance, sous la
contrainte d’eˆtre orthogonale a` la composante pre´ce´dente.
Explication en image
Les points rouges (figure 2.1) symbolisent, ici, les variables sur lesquelles on effectue l’ana-
lyse.
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Figure 2.1 – Explication du PCA.
Calcul mathe´matique
Les explications mathe´matiques ci-dessous sont principalement issues du tutoriel propose´
par Garcia [Gar09].
Supposons X, une matrice de n observations xij ou` le nombre de colonnes correspond
au nombre de dimensions des donne´es. Supposons maintenant que l’on soustrait a` chaque
colonne de l’ensemble de de´part la moyenne µj (moyenne de la dimension correspondante).
On obtient alors une nouvelle matrice Y ayant sa moyenne centre´e en ze´ro. Le calcul du
PCA, est ge´ne´ralement obtenu avec une de´composition en valeurs singulie`res (SVD), qui






Calculer YYT revient a` produire une matrice contenant les sommes des de´viations. Mul-
tiplier YYT par 1/(n − 1) permet d’obtenir la matrice A ou` les e´le´ments situe´s sur la
diagonale correspondent a` la variance σ2ij et les autres e´le´ments a` la co-variance σiσj . A
est souvent appele´e la matrice de covariance de X.
A est de´compose´e en trois matrices graˆce a` la SVD : A = USVT, ou` S est une ma-
trice diagonale contenant les valeurs singulie`res. U et V sont des matrices orthogonales,
leurs colonnes sont les vecteurs propres “droits et gauches” de A. La premie`re colonne de
V correspond a` la composante principale ayant la plus forte variance, la deuxie`me colonne
a` la deuxie`me composante principale, et ainsi de suite.
Algorithme ite´ratif
Tous ces calculs sont souvent fastidieux et peuvent conside´rablement ralentir leur appli-
cation. Pour e´viter ces calculs et de´terminer rapidement les composantes principales d’un
nuage de points, il existe un algorithme ite´ratif [Wik11]. Cet algorithme est de´conseille´
lorsque l’on fait face a` des donne´es de grandes dimensions car il biaise le re´sultat. Ne´anmoins,
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ce sera la solution retenue pour notre projet, puisque, premie`rement les donne´es dont l’on
dispose sont 2D ou 3D (donne´es de faibles dimensions), et on ne cherche pas a` avoir un
calcul exact des composantes principales, puisqu’une approximation est largement suffi-
sante.
En reprenant les donne´es pre´ce´dentes, l’algorithme permettant d’obtenir la premie`re com-
posante principale est de´fini de la sorte :
Algorithm 1 PCA Ite´ratif
p = 0
c = 0
while c < nombre d’ite´rations max do
t = 0 /*un vecteur de taille e´gale au nombre de dimensions*/
for chaque ligne y ∈ YT do
t = t + (y · p)y /*y · p est le produit scalaire entre y et p*/
end for
p = t|t|
c = c+ 1
end while
Les composantes principales suivantes sont obtenues en soustrayant la composante p a` YT
et ensuite en re´pe´tant l’algorithme.
Que ce soit pour servir de droite sur laquelle on projette des points, ou de direction de
parcours, le PCA est a` la base de toutes les solutions qui ont e´te´ explore´es, et est aussi a`
la base de notre solution finale.
2.1.2 Algorithme de Hastie et Stuetzle
L’algorithme de Hastie et Stuetzle [HS89] a e´te´ le premier e´tudie´, et est aussi l’un des
premiers algorithmes a` avoir mis en place cette notion de courbe principale.
Ils se servent du PCA comme direction de projection. Apre`s avoir calcule´ les moyennes des
ensembles de points se projetant dans un meˆme voisinage, c’est l’ensemble de ces points
“moyens” qui repre´sentent la courbe principale. Ne´anmoins, limiter le calcul de la courbe
principale a` une simple projection sur la direction principale de l’ensemble du nuage de
points peut vite poser proble`me.
Algorithme
Soit X un vecteur de n points 2D. La premie`re composante principale de X est une droite
dont la distance euclidienne entre celle-ci et X est minimale.
Conside´rons f(t) = (f1(t), ..., fn(t)) repre´sentant une courbe lisse de X. Pour tout x ∈ Rn,
on a : tf (x) la plus grande valeur du parame`tre t pour laquelle la distance entre x et f(t)
est minimise´e (figure 2.2). Plus formellement, les indices de projection tf (x) sont de´finis
par :
tf (x) = sup [t : ||x− f(t)|| = infτ ||x− f(τ)||]
Voici pas a` pas l’e´volution de l’algorithme de Hastie et Stuetzle :
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Algorithm 2 Algorithme HS
E´tape 0. (Initialisation) f (0)(t) est la premie`re composante principale de X ; j = 1.
E´tape 1. On de´finit f (j)(t) = E(X|tfj−1(X)) = t.
Ceci correspond a` la moyenne de tous les points se projetant dans un voisinage fixe´.
E´tape 2. tfj (x) = max [t : ||x− f j(t)|| = minτ ||x− f j(τ)||]
On met a` jour les couples projection/point.
E´tape 3. ∆(f j) = E||X− f j(tfj (X)||2
Si |∆(f j)−∆(f j−1)| < seuil, alors on arreˆte d’ite´rer. Sinon j = j+1 et retour a` l’e´tape 1.
Condition d’arreˆt de stabilite´.
(a) (b)
Figure 2.2 – (a) Illustration des projections. (b) Un point de la courbe re´sultat est obtenu
par moyenne des points se projetant dans un voisinage fixe´.
Limite principale de l’algorithme
Le calcul de la courbe principale de´veloppe´ par Hastie et Stuezle a e´te´ un bon de´but
de recherche. Cependant, il pre´sente un de´savantage majeur : il ne permet pas de ge´rer
les courbes ferme´es, voire semi-ferme´es (cf. figure 2.3b). Plusieurs ame´liorations, comme
celles pre´sente´es par Ke´gl et al. [KLZ00], ont e´te´ teste´es afin de pouvoir ge´rer les courbes
ferme´es. Ne´anmoins, les re´sultats obtenus ne nous satisfaisaient pas suffisamment. De plus,
ces techniques ne permettaient pas a` l’utilisateur de raffiner son trace´.
Re´sultat
A la figure 2.3, en vert correspondent les trace´s ge´ne´re´s par l’utilisateur. Les points bleus
sont les points obtenus par trace´s correspondant aux positions de la souris a` l’e´cran.
Le nombre de points obtenus en de´plac¸ant la souris est fortement lie´ aux performances
graphiques de l’ordinateur. Finalement, la courbe rouge symbolise la courbe produite avec
l’algorithme de Hastie et Stuetzle.
15
(a) (b)
Figure 2.3 – (a) Re´sultat sur une courbe ouverte. (b) Re´sultat sur une courbe semi-ferme´e.
2.1.3 Algorithme LPC
Bien d’autres techniques, comme le noyau PCA de Mika et al. [MSS+99], permettent de
parer ce proble`me de courbes ferme´es. Or, d’apre`s les hypothe`ses de´crites pre´ce´demment,
on veut donner la possibilite´ a` l’artiste de re´-e´diter ses courbes, mais aussi, une fois encore,
de pouvoir lui ajouter des de´tails de plus en plus fins s’il le souhaite. Afin d’arriver a`
ce re´sultat, notre solution est essentiellement base´e sur l’algorithme LPC de Einbeck et
al. [ETE05].
Pre´sentation de l’algorithme
Conside´rons X un nuage de n points 2D : Xi ∈ R2, i = 1, ..., n ou` Xi = (Xi1, ...,Xid). L’al-
gorithme LPC parcourt le nuage de points graˆce a` une succession de PCA locaux (figure
2.4). L’objectif est de trouver une courbe “lisse” passant par le milieu du nuage de points.
Cette courbe est calcule´e en de´terminant les “centres de masse locaux” (c’est-a`-dire les
points moyens des voisinages locaux), graˆce a` l’algorithme suivant :
Algorithm 3 Algorithme LPC
E´tape 0. Choisir d’un point de de´part x(0). Fixer x = x(0).
E´tape 1. Calculer le centre de masse µx autour de x.
E´tape 2. Effectuer un PCA localement en x.
E´tape 3. Trouver la nouvelle valeur de x en suivant la premie`re composante principale
γx et en de´butant de µx.
E´tape 4. Re´pe´ter les e´tapes 1 a` 3 jusqu’a` ce que µx soit approximativement constant.
La se´rie des µx de´terminera la courbe principale.
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Explication en image
Figure 2.4 – Explication de l’algorithme LPC.
Remarques
Le choix du premier point est important pour cet algorithme. Dans notre cas, comme le
dernier trace´ est toujours conside´re´ comme le plus important, c’est le point central de ce
dernier trace´ qui sera choisi comme point de de´part.
Le centre de masse est la moyenne des points contenus dans le voisinage local.
Cet algorithme permet de “parcourir” localement la courbe. Ne pas oublier que l’on a
de´bute´ du centre du nouveau trace´ dans une direction fixe´e, et donc que la direction
oppose´e n’a pas encore e´te´ traite´e. Il est donc important, une fois arrive´ en “fin de nuage”,
de repartir en sens inverse. Depuis x(0), il suffit de faire γ
x
(0) = −γx(0) et de recommencer
l’algorithme.
Un autre point a` prendre en compte est le maintien de la direction. Le PCA calcule la
direction principale du nuage mais n’est pas ne´cessairement stable au niveau du “sens” de
ce vecteur direction. C’est pourquoi on assure le maintient de la direction par un simple




Si cos(αx(i)) < 0, alors on fixe γ
x
(i) = −γx(i) et on poursuit l’algorithme normalement.
Einbeck et al. [ETE05] proposent une me´thode de “pe´nalisation d’angle” permettant, entre
autres, de pouvoir maintenir la direction et ge´rer les “croisements”. Cependant, celle-ci ne




En comparaison a` l’algorithme de Hastie et Stuetzle [HS89], l’algorithme LPC permet de
re´gler le proble`me des croisements. Meˆme si leur technique ne semble pas assez stable pour
notre syste`me, plusieurs pistes peuvent eˆtre explore´es et ame´liore´es sur cet aspect.
Cependant, dans la version propose´e par Einbeck et al. [ETE05], il n’est toujours pas
possible de diffe´rencier les points symbolisant des raffinements des points des trace´s plus
globaux. Notre solution re´sout ce proble`me en utilisant principalement la notion de voisi-
nage adaptatif.
2.2 Notre solution
Notre solution utilise la notion de temporalite´ des trace´s pour diffe´rencier leur importance.
De plus, on e´met pour hypothe`se que, comme un trace´ est un ensemble de points re´cupe´re´s
graˆce aux positions de la souris, plus il y a de points autour d’un meˆme endroit, plus
l’utilisateur cherche a` affiner son trace´ a` cet endroit.
2.2.1 Mise en place du syste`me de poids
L’ide´e de cette partie est de diffe´rencier l’importance de chacun des trace´s en prenant en
compte que les trace´s les plus re´cents, effectue´s a` un endroit pre´cis, ont plus d’importance
que les anciens. Chaque point d’un trace´ est initialise´ avec un poids de 1.0. Le poids d’un
point peut diminuer au fur et a` mesure, et en fonction des nouveaux trace´s. Par conse´quent
on peut fixer une re`gle symbolisant la de´croissance des poids de chacun des points d’un
trace´. Dans notre cas la de´croissance d’importance est line´aire. Soit pi le i
eme point du
trace´ p :
Algorithm 4 Mise a` jour des poids
if le poids est a` diminuer then
Poids(pi) = αPoids(pi)
end if
if Poids(pi) < seuil then
Suppression du point




Le valeurs de α et du seuil de´terminent l’e´volution de l’importance des trace´s. Dans notre
cas nous avons fixe´ α = 0.5 et le seuil = 0.3, les poids e´tant initialement fixe´s a` 1.0, ce qui
correspond a` garder les trois derniers points trace´s a` un meˆme endroit.
La figure 2.5 montre l’e´volution des poids d’un sketch, les nume´ros correspondent a` l’ordre
dans lequel les trace´s ont e´te´ cre´e´s.
Les points en rouge repre´sentent des points de poids 1.0, en vert de poids 0.5 et en bleu
de poids 0.25. Sur la figure 2.5 (a), le trace´ 2 modifie les poids du trace´ 1. Sur la figure
2.5 (b), le trace´ 3 modifie a` la fois les poids des trace´s 1 et 2.
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(a) (b)
Figure 2.5 – Evolution des poids entre deux (a) et trois (b) trace´s.
Les boˆıtes englobantes oriente´es
La premie`re e´tape, avant meˆme de mettre a` jour les poids, est de de´tecter quels sont les
poids a` mettre a` jour, avec les boˆıtes englobantes oriente´es (OBB).
Figure 2.6 – Exemple de boˆıtes englobantes oriente´es le long d’un seul trace´ en 3D.
Si l’on regarde la figure 2.6, chacune des suites de points est contenue dans une boˆıte.
Cette boˆıte s’adapte a` la configuration de sa suite de points associe´s et donc adapte son
orientation.
Apre`s avoir e´te´ ge´ne´re´, chaque trace´ est re-de´coupe´ selon sa courbure. La de´coupe d’un
trace´ est simple. La courbure en un point i du trace´ correspond a` la tangente en ce point
(pour plus d’information voir la partie “Un nuage de point, un champ vectoriel” de la
section 2.2.2). Si le produit scalaire entre la direction di au point i et la direction d0 du






A sa cre´ation, la boˆıte englobante suit de pre`s le trace´. Or il est ne´cessaire d’y ajouter un
offset afin de de´tecter les intersections entre boˆıtes. Cet offset est relatif a` la longueur du
trace´. Plus le trace´ est long, plus l’offset de sa boˆıte englobante sera important. L’offset
ajoute´ est le meˆme sur chaque dimension.
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Intersections
Une fois que les boˆıtes des trace´s sont ge´ne´re´es, il ne reste plus qu’a` tester les intersections
entre les boˆıtes englobantes du nouveau trace´ et celles des anciens trace´s afin de de´terminer
si on doit re´duire ou non le poids de points des anciens trace´s. Pour cela on teste les
chevauchements entre boˆıtes.
(a) (b)
Figure 2.7 – (a) Test axe 2. (b) Test axe 1.
Pour tester l’intersection, la premie`re e´tape est de projeter les “coins” d’une des boˆıtes
sur les axes principaux de l’autre (en 3D on e´tend le sche´ma avec le troisie`me axe princi-
pal).
Apre`s projection, il existe deux types de chevauchements. Le premier est illustre´ a` la fi-
gure 2.7. Le second est obtenu lorsque les projections d’une boˆıte englobent les projections
de l’autre.
Une fois que les e´tapes pre´ce´dentes ont e´te´ effectue´es pour une boˆıte, et que les chevau-
chements ont e´te´ valide´s, on recommence en projetant sur les deux axes principaux de
l’autre boˆıte. On remarque que dans l’exemple pre´sent, l’intersection n’est pas valide´e
(voir figure 2.8).
Figure 2.8 – Chevauchement ne´gatif.
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Mise a` jour des poids
Pour re´sumer, si la boˆıte englobante d’un nouveau trace´ intersecte la boˆıte englobante
d’un ancien trace´, on re´duit le poids de certains points de l’ancien trace´ que l’on conside`re
proches du nouveau trace´. Pour cela on projette les points de l’ancien trace´ sur la compo-
sante principale du premier. Les points situe´s “a` l’inte´rieur” du nouveau trace´ voient leur
poids re´duit (voir figure 2.9 (a)).
Ne´anmoins, il y a une petite exception. Afin de ne pas affecter le poids de points lorsque
l’intersection de boˆıte correspond a` une boucle ou un retour sur le trace´ lui-meˆme, on
de´cide de regarder le produit scalaire entre les deux axes principaux des boˆıtes. S’il est
supe´rieur a` un certain seuil, l’intersection est rejete´e, et les poids ne sont pas re´duits (voir
figure 2.9 (b)).
(a) (b)
Figure 2.9 – (a) Intersection valide´e. (b) Intersection rejete´e.
Utilisation des poids
Pour prendre en compte les poids attribue´s, on modifie l’algorithme du PCA ite´ratif afin
de donner plus d’importance aux points ayant les poids les plus importants dans le calcul
des composantes principales. La direction va alors tendre plus vers les points de poids
e´leve´s. Pour mieux comprendre l’algorithme 5 (nouvel algorithme du PCA ite´ratif), voici
quelques informations essentielles :
La fonction normalisationPoids renormalise entre 0.0 et 1.0 les poids de l’ensemble sur
lequel on calcule le PCA.
La fonction f augmente l’importance des points de poids e´leve´. Dans notre cas c’est une
fonction exponentielle fixe´e entre b = 0 et a = 5. Ainsi les points de poids 1.0 prennent
entie`rement le dessus pour la de´termination de la direction.
On remarque qu’une e´tape de stabilisation a e´te´ ajoute´e. Si l’ancien trace´ ancienP et le
nouveau trace´ p sont “quasiment” aligne´s, on arreˆte l’algorithme.
Comme l’algorithme LPC parcourt un nuage de points graˆce a` des PCA locaux, favoriser
la direction sur les points les plus importants entre directement en lien avec la manie`re
dont sera parcouru le nuage.
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while c < nombre d’ite´rations max do
t = 0 /*un vecteur de taille e´gale au nombre de dimensions*/
for chaque ligne y ∈ YT do
poids = [f(a ∗ poids(y))− f(b)]/f(a) /*a et b ∈ R*/




if ancienP · p > 0.99 then
break
end if
c = c+ 1
end while
2.2.2 Modifications apporte´es a` l’algorithme LPC
On rappelle que la faiblesse principale pour notre application de l’algorithme LPC est
qu’il ne permet pas de diffe´rencier les points symbolisant des raffinements locaux de ceux
faisant partie de trace´s plus globaux. De plus apre`s tests, il s’est ave´re´ que la gestion de
croisements n’e´tait pas assez stable pour bien re´pondre aux de´sirs de l’artiste. Voyons
maintenant l’ensemble des spe´cificite´s modifie´es ou ajoute´es a` l’algorithme pour re´soudre
ces proble`mes.
Un nuage de points, un champ vectoriel
Chaque trace´, constitue´ d’une suite ordonne´e de points, va maintenant eˆtre conside´re´
comme une suite de particules ayant un vecteur direction associe´ (voir figure 2.10). La
direction associe´e est la tangente au point, c’est-a`-dire la moyenne entre le vecteur i et le
vecteur i− 1.
Figure 2.10 – Champ vectoriel sur une suite de points formant un trace´.
En reprenant maintenant l’algorithme de calcul de courbe principale, le calcul du centre
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de masse sur un voisinage autour de x va comporter une e´tape supple´mentaire. Pour
chacun des points du voisinage, si le produit scalaire entre la direction de parcours (1ere
composante principale) et la direction du point en question est infe´rieur a` un certain seuil,
le point ne sera plus pris en compte dans le voisinage et donc dans le calcul du centre de
masse. Ceci e´limine des points a` e´viter. La gestion des croisements est donc beaucoup plus
stable.
Un parcours adaptatif de type “lampe torche”
Comme on a pu le voir sur la figure 2.4 repre´sentant l’algorithme LPC [ETE05], le voisinage
local est de´termine´ par un cercle de rayon fixe. Pour e´tendre cette technique a` un voisinage
adaptatif, un nombre de points maximal est fixe´ pour un voisinage. De cette fac¸on, plus il
y aura de points dans un petit pe´rime`tre, plus le parcours sera affine´. L’utilisateur pourra
alors ajouter des de´tails a` son sketch. De plus, on remarquera que l’on n’utilise pas des
cercles mais des torches oriente´es qui favorisent la direction et limite le nombre de points
du voisinage. L’algorithme suivant de´taille ce fonctionnement.
Algorithm 6 Parcours “Lampe Torche”
while !stop do
stop = faux
voisinage = 0 /*On vide le vecteur voisinage*/
for p ∈ pointsAConsiderer do
/*On regarde si le point courant est contenu dans la torche centre´e sur centre et
oriente´e sur direction*/
if direction · p.direction ≥ cos(angleRecherche) then
if voisinage.taille() = nbPointsMaxV oisinage then
/*On garde, en conside´rant le nouveau point, les nbPointsMaxVoisinage points
les plus proches du centre de masse*/
voisinage = plusProcheCentre(centre, voisinage)
else




if voisinage.taille() < nbPointsMinV oisinage then
if tailleCouranteTorche < tailleMaxTorche then






center = moyenne(voisinage) /*On calcule le nouveau centre de masse*/





Etant donne´ qu’a` l’initialisation, nous ne disposons pas encore de direction de parcours, on
ne cherchera pas les points dans une torche mais dans un cercle, comme dans l’algorithme
de base. On conside`re qu’apre`s l’initialisation, on est en possession d’un centre de masse
et d’une direction, ce qui est suffisant pour de´finir une torche.
nbPointsMinV oisinage et nbPointsMaxV oisinage sont des variables fixes. Le seuil mi-
nimal sera e´gal a` 2. Nombre de points minimal ne´cessaire pour obtenir une direction de
parcours. Le seuil maximal permet de jouer sur le lissage de la courbe. Il est, pour nous,
fixe´ a` 15.
direction est la premie`re composante principale du voisinage.
angleRecherche est une variable fixe de´finissant l’angle d’ouverture de la torche.
Au de´but de l’e´tape de recherche, tailleCouranteTorche est fixe´e a` deux fois la taille de la
torche pre´ce´dente (graˆce a` la fonction plusLongueDist qui de´tecte la plus longue distance
entre les points du voisinage et du centre de masse). Ceci e´vite de chercher dans de grands
espaces lorsque l’on est en train de parcourir des petits raffinements.
Figure 2.11 – Illustration du parcours avec les torches correspondantes.
En figure 2.11, on remarque le changement de direction des torches qui est du au fait que le
point de de´part du parcours est toujours le point central du dernier trace´. Sur cet exemple,
le dernier trace´ a e´te´ fait aux alentours du milieu de tous les trace´s. De plus, on remarque
que le parcours tend vers les points de poids e´leve´ (en rouge sur figure 2.11).
Ne´anmoins, un point de l’algorithme reste a` e´claircir. On remarque que l’algorithme boucle
sur “tous les points a` conside´rer”. On pourrait croire que ceci correspond a` tous les points
du nuage de points, c’est-a`-dire a` l’ensemble des points correspondant a` tous les trace´s.
Cependant, comme on recherche un nombre de points fixe (afin d’adapter le voisinage), s’il
n’y a pas assez de points, la taille de la torche va grossir afin de voir s’il n’y a pas, plus loin,
de points pouvant eˆtre pris en conside´ration. Malgre´ l’e´tape de suppression pre´sente´e en
sous-section suivante, il est fort possible que quelques points n’ont pas e´te´ supprime´s, car
non parcourus. On peut voir sur la figure 2.13 que ceci peut tre`s vite poser proble`me :
Figure 2.12 – Trace´s en entre´e.
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(a) (b)
Figure 2.13 – (a) Courbe ge´ne´re´e. (b) Torches de parcours.
Pour parer ce proble`me, on de´cide de ne pas rechercher les points du coˆne dans tous le
nuage de points mais dans un ensemble de points cible´s.
Avec ce type de parcours, le centre du coˆne est situe´ a` l’inte´rieur d’une ou de plusieurs
boˆıtes englobantes de trace´s de base. Le “tous les points a` conside´rer” correspond alors a`
l’ensemble des points des trace´s t dont la boˆıte englobante contient le centre du coˆne, et
des trace´s dont la boˆıte englobante intersecte celle des trace´s t.
Figure 2.14 – Re´sultat du parcours avec ensemble de points cible´s.
De plus, cette optimisation permet d’ame´liorer le parcours sur des courbes compose´es de
croisements. Avant d’ajouter les points dans l’ensemble des points a` prendre en conside´ration,
on peut aussi regarder si la boˆıte est “oriente´e” dans la direction du coˆne, et donc supprimer
les trace´s intersectant, mais ne devant pas eˆtre traite´s.
Suppression de points
Afin d’e´viter a` l’algorithme de boucler inde´finiment et de reconside´rer des points de´ja`
traite´s, on y ajoute une e´tape qui supprime, dans le voisinage local, les points derrie`re le
nouveau centre de masse (voir figure 2.15).
Figure 2.15 – Suppression de points.
Le point en bleu est le nouveau centre de masse, les points en vert sont les points conserve´s,
et ceux en rouge sont supprime´s de l’ensemble des points a` traiter. α correspond a` l’angle
d’ouverture de la torche.
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2.2.3 Re´sultats et limites
Les re´sultats obtenus par notre me´thode sont assez convainquants meˆme s’ils pre´sentent
quelques limites. En effet, il n’est pas possible ge´ne´rer une courbe qui repasserait plusieurs
fois au meˆme endroit, comme par exemple, une droite qui ferait des aller-retour sur elle-
meˆme. Cependant, pour parer ce proble`me, nous avons ajoute´ la possibilite´ de commencer
de nouvelles courbes, sans pour autant avoir de´veloppe´ de me´thodes fiables pour remettre
par la suite toutes ces courbes ensemble. De plus, comme notre solution fonctionne essen-
tiellement a` l’aide de voisinages adaptatifs, l’algorithme ne peut fonctionner s’il n’y a pas
assez de points dans une courbe.
(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figure 2.16 – E´volution chronologique d’un trace´. (d) (e) (f) re´sultats de (a) (b) (c).
Nb Trace´s Nb Trace´s utilise´s Nb Points Nb Points Utilise´s
E´tape 1 8 8 164 164
E´tape 2 18 18 292 277
E´tape 3 78 63 1287 934
Le tableau ci-dessus montre les statistiques du test de la figure 2.16. L’e´tape 1 correspon-
dant aux figures 2.16 (a) et (d), l’e´tape 2 aux figures 2.16 (b) et (e), et l’e´tape 3 aux figures
2.16 (c) et (f). L’e´tape 2 montre que certains points de poids trop faible ont e´te´ supprime´s.
Et l’e´tape 3 montre que certains trace´s inutiles, car n’ayant plus de points, ne sont plus
pris en compte.
(a) (b) (c)
Figure 2.17 – (a) Trace´s produits par l’utilisateur. (b) Poids et boˆıtes englobantes cor-
respondants. (c) Esquisse ge´ne´re´e par notre algorithme.
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Propagation au 3D
Graˆce a` l’informatique, on peut de´sormais pousser beaucoup loin les techniques de “sket-
ching” et esquisser en 3D fait partie d’une des ame´liorations possible. L’extension de
l’algorithme de calcul de courbe principale au 3D ne pose pas de proble`me en lui-meˆme.
Le plus gros soucis reste sur la proble´matique pose´e par “Comment dessiner en 3D” ? On
le rappelle, la souris n’est pas le meilleur outil pour interagir avec une sce`ne 3D, et il est
difficilement pensable de pouvoir dessiner en toute liberte´ dans cette sce`ne 3D contenant
aussi des espaces vides. Cependant, on essaie de de´tourner ce proble`me en instaurant deux
approches : l’e´dition de courbe et la cre´ation de courbes.
3.1 Etat de l’art
3.1.1 “On Expert Performance in 3D Curve-Drawing Tasks”
Schmidt et al. [SKKS09] ont teste´ la pre´cision d’un artiste lorsqu’on lui demande de des-
siner sur un plan ou sur un objet 3D, suivant plusieurs points de vue. Dans un des tests,
illustre´ a` la figure 3.1, ils demandent a` l’artiste de dessiner, dans un premier temps, un
cercle sur un plan 3D, puis un trait suivant la courbe sur la forme d’un cylindre.
Figure 3.1 – Re´sultats des tests Schmidt et al. [SKKS09].
En rouge, les trace´s produits par l’utilisateur, le re´sultat correct est en noir. On remarque,
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en (a), que plus le plan de dessin est oblique au point de vue, moins pre´cis est l’utilisateur
dans son sketch. Ce biais est encore plus pre´sent lorsqu’on lui demande de dessiner sur
une surface 3D, meˆme aussi simple et re´gulie`re qu’un cylindre, en (c) et (d). Cette se´rie de
tests illustre bien le fait que l’utilisateur n’est pas a` l’aise lorsqu’il s’agit d’interagir avec
une sce`ne 3D, et encore moins lorsqu’il doit dessiner dans celle-ci.
3.1.2 “An Interface for Sketching 3D Curves”
Quelques techniques ont e´te´ de´veloppe´es pour faciliter le dessin en 3D, mais aucune d’entre
elles ne se de´marque vraiment des autres. La me´thode retenue pour notre solution est celle
propose´e par Cohen et al. [CMZ+99]. Comme explique´ pre´ce´demment, l’utilisateur est
beaucoup plus a` l’aise en dessinant sur un plan. Cohen et al. permettent a` l’utilisateur de
cre´er des courbes 3D en dessinant sur diffe´rents plans. Ils utilisent l’ombre, c’est-a`-dire la
projection de la courbe sur un plan, pour extraire la 3eme dimension de la courbe. L’uti-
lisateur dessine une premie`re courbe, qui est projete´e suivant un vecteur fixe´ au vecteur
Y du repe`re orthogonal. Ceci projette en quelque sorte la courbe sur le “sol”. Finalement,
une fois que l’utilisateur a redessine´ l’ombre celle-ci est de´projete´e dans l’espace 3D. Pour
de´projeter, leur technique utilise des “points critiques”, soient des points de forte tangente
sur la courbe. Ils pre´cisent que leur technique n’accepte pas les “nouvelles ombres” ne
pouvant pas correspondre a` la courbe. De plus, la nouvelle ombre doit comporter le meˆme
nombre de points critiques que la courbe re´elle pour une meilleure correspondance.
Leur technique semble eˆtre une bonne approche. Elle ne repre´sente pas directement du
sketch 3D, mais plutoˆt 2D12 , et permet d’obtenir de bons re´sultats. De plus, l’utilisateur
semble beaucoup plus a` l’aise avec ce genre de technique. Cependant plusieurs choses
peuvent eˆtre ame´liore´es, qu’ils ont d’ailleurs en partie sugge´re´es dans leur article. Au niveau
de l’initialisation, la premie`re courbe dessine´e est cense´e comporter plusieurs informations
3D (profondeur, hauteur, etc.). Ici, la dimension manquante est de´termine´e soit graˆce a`
l’environnement proche, soit entre le plan du “sol” ou un des plans lui e´tant paralle`les. Le
choix est de´fini en fonction de l’angle de la came´ra. Ensuite, au niveau de la de´projection,
un e´le´ment essentiel a` prendre en compte est au niveau de la pre´cision. Que se passe-t-il si
la pre´cision est totalement diffe´rente entre la courbe et son ombre ? Finalement, ils mettent
aussi en avant la possibilite´ d’e´tendre leur technique a` des courbes et plans quelconques,
d’ou` notre technique.
Figure 3.2 – Exemple de courbe obtenue par Cohen et al. [CMZ+99].
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3.2 Propagation au 3D - Notre solution
Au vu des re´sultats des performances artistiques obtenus par Schmidt et al. [SKKS09],
nous avons de´cide´ pour notre projet d’utiliser une approche de dessin 2D12 . Notre solution
est adapte´e a` l’utilisateur, qui est beaucoup plus a` l’aise en dessinant sur un plan 2D car
ceci se rapproche mieux du dessin sur papier. Chaque trait dessine´ a` l’e´cran est projete´
sur un plan de la sce`ne 3D. En diffe´renciant la notion d’e´dition et de cre´ation, on instaure
les plans de dessin essentiellement voue´s a` la cre´ation de courbes. Oppose´s aux boˆıtes
englobantes, elles-aussi constitue´es de plans de dessin, mais utilise´es pour l’e´dition de
courbes.
3.2.1 Les plans de dessin
Figure 3.3 – Repre´sentation des plans de dessin.
L’utilisateur dispose de deux plans de dessin perpendiculaires l’un a` l’autre, et il peut
passer d’un plan a` un autre en appuyant simplement sur la touche “espace”. Tout ce que
l’utilisateur dessine a` l’e´cran est projete´ sur ce plan et repre´sente directement la courbe
dans l’espace 3D.
Remarque : Pour plus d’information sur comment projeter un point dessine´ en 2D
a` l’e´cran sur un plan quelconque et par rapport a` une came´ra courante, voir l’appen-
dice 2.
En laissant a` l’utilisateur un controˆle complet du plan, il est capable de le positionner dans
le monde 3D. Ainsi, il peut facilement placer son angle de vue, en de´placement soit le plan,
soit la came´ra, perpendiculaire au plan de dessin, ce qui re´duit les erreurs de trace´. On
peut meˆme imaginer qu’avec un tel controˆle, si l’utilisateur est muni d’une souris 3D, il est
capable de dessiner directement la courbe 3D souhaite´e, sans avoir a` passer par le dessin
de projections comme nous l’expliquerons plus tard. Cependant, afin que les utilisateurs
munis d’une souris 2D soient capables d’avoir ce “controˆle complet” sur le plan, nous avons
mis en place un syste`me de transformations, illustre´ a` la figure 3.4.
Les fle`ches rouges, bleues et vertes repre´sentent respectivement les translations en X, Y
et Z du repe`re orthogonal. Les fle`ches oranges symbolisent les rotations aux axes associe´s.
De plus, un changement d’e´chelle des plans de dessin a e´te´ associe´ a` sur la roulette de la
souris.
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Figure 3.4 – Interface de transformation des plans de dessin.
Remarque : Pour plus d’information sur les transformations de points 3D, voir l’appen-
dice 3.
3.2.2 La boˆıte de projection
L’ide´e des boˆıtes de projection s’inspire de la solution de Cohen et al. [CMZ+99]. On
cherche ici a` donner la possibilite´ a` l’utilisateur de redessiner les projections de la courbe 3D
sur des plans de´finis. Redessiner les projections correspond a` l’ide´e de redessiner “l’ombre
de la courbe”.
Cependant, l’objectif e´tait de donner un controˆle “semi-complet” a` l’utilisateur sur cette
boˆıte de projection. On entend par “semi-complet” que l’utilisateur a uniquement la pos-
sibilite´ d’effectuer des rotations sur cette boˆıte. Les translations ont e´te´ de´sactive´es. La
figure 3.5 illustre l’influence et les avantages que peut amener ce controˆle semi-complet sur
la rede´finition des projections.
L’utilisateur peut ge´ne´rer la boˆıte de projection de deux manie`res diffe´rentes. La premie`re,
en appuyant sur la touche “entre´e”, ge´ne`re la boˆıte selon les derniers trace´s produits par
l’utilisateur. La seconde lui donne la possibilite´ de se´lectionner la partie de courbe sur
laquelle il veut afficher la boˆıte de projection (figure 3.5). Comme pour les plans de dessin,
l’utilisateur peut dessiner sur chacun des coˆte´s de la boˆıte de projection en pressant la
touche “espace”.
Figure 3.5 – Boˆıte de projection.
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Afin de faciliter l’utilisation de ces boˆıtes de projection a` un artiste n’e´tant pas force´ment a`
l’aise avec le controˆle de sce`nes 3D et de came´ras, nous avons ajoute´ plusieurs spe´cificite´s
comme la se´lection intelligente, l’orientation automatique ou encore la came´ra adapta-
tive.
Se´lection intelligente
Lorsque l’utilisateur se´lectionne la partie de courbe sur laquelle il veut afficher la boˆıte de
projection, s’il se´lectionne plusieurs morceaux de courbes, on ne gardera que le plus long
morceau (morceau vert de la figure 3.5). Les autres morceaux (rouges sur la figure) ne sont
pas traite´s.
Figure 3.6 – Se´lection de courbe.
Orientation automatique
A sa cre´ation, la boˆıte de projection est automatiquement oriente´e sur le PCA des points
qu’elle contient. On rappelle que le PCA permet d’obtenir, dans un espace 3D, les trois
directions principales d’un nuage de points. Par conse´quent, en orientant la boˆıte de pro-
jection sur le PCA de`s sa cre´ation, on affiche les ombres les plus repre´sentatives de la
courbe.
Came´ra adaptative
Figure 3.7 – Alignement de la came´ra.
Le controˆle de la came´ra est souvent la partie la moins intuitive lorsque l’on demande a`
un utilisateur de naviguer dans une sce`ne 3D. Pour re´duire ce proble`me nous avons ajoute´
des de´placements de came´ra automatiques. Comme explique´ pre´ce´demment, l’utilisateur
a la possibilite´ de choisir le plan de la boˆıte de projection sur lequel il veut dessiner en
appuyant sur la touche “espace”. De´sormais, lorsque l’utilisateur change de plan, la came´ra
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est de´place´e afin d’eˆtre aligne´e selon la normale au plan (figure 3.7). Cette position est,
comme on l’a vu avec les tests de Schmidt et al. [SKKS09], celle minimisant les erreurs de
dessin dues a` la perspective.
Ne´anmoins, apre`s de´placement automatique de la came´ra, l’utilisateur a toujours la pos-
sibilite´ de la repositionner comme bon lui semble.
Un autre e´le´ment important a` traiter est la correspondance entre l’ancienne projection de la
courbe et la nouvelle, c’est-a`-dire comment de´projeter la nouvelle courbe. Comme on a pu
le voir, cette partie e´tait assez limite´e et contraignante dans la solution fournie par Cohen
et al. [CMZ+99]. Nous avons cherche´ des me´thodes plus avance´es. Afin de bien comprendre
notre solution, il est important d’introduire la notion de surface minimale.
3.2.3 Introduction aux surfaces minimales
Soit S une surface de´finie par un ensemble de points (voir figure 3.9). Une surface mi-
nimale est une surface minimisant son aire. Ce minimum est re´alise´ sous contrainte que
l’ensemble des points et le bord de la surface sont de´termine´s d’avance. Intuitivement, une
surface minimale est une surface dont l’aire ne peut qu’augmenter lorsqu’on lui applique
une de´formation. L’exemple typique de surface minimale est la bulle de savon, ou` s’ap-
puyant sur un contour, le film de savon tend a` minimiser son e´nergie, donc sa surface (voir
illustration 3.8).
Figure 3.8 – Surface minimale re´elle d’une bulle de savon.
Une surface minimale d’une surface quelconque minimise son aire, et donc minimise sa
courbure. La courbure peut eˆtre symbolise´e par l’ope´rateur Laplacien, soit l’ope´rateur
diffe´rentiel de´fini par l’application de l’ope´rateur gradient (grandeur vectorielle qui in-
dique de quelle fac¸on une grandeur physique ou une fonction varie), suivie de l’application
de l’ope´rateur divergence (elle mesure comment le flot d’un champ de vecteurs de´forme un
volume). L’expression ge´ne´rale de l’ope´rateur Laplacien est la suivante :













ou` fi,j repre´sente un point du maillage de la surface minimale (3.9). Les variables dx et
dy repre´sentent l’inverse du nombre de subdivisions du maillage en hauteur et en largeur
(X et Y sur la figure 3.9).
Dans l’initialisation du maillage, partant de deux courbes 2D dessine´es sur un meˆme plan,
on ajoute un vecteur de´placement a` une des deux courbes, afin de les diffe´rencier en
3D (primordial pour minimiser la courbure d’une surface). Le maillage est alors initialise´
comme ceci : un point a` un pourcentage p d’une courbe est associe´ au point de meˆme
pourcentage sur l’autre courbe. Tous les points situe´s entre p et son correspondant sont
interpole´s line´airement. La surface S est appele´e surface re´gle´e.
Figure 3.9 – Courbes de base et maillage initial.
Ensuite en minimisation de courbure, on essaie localement de rendre le Laplacien e´gal a`
ze´ro. Pour ce faire, on utilise un algorithme de descente de gradient. Le principe ge´ne´ral
d’une minimisation par Laplacien est de soustraire, ite´rativement et localement, les valeurs
du Laplacien :
fi,j = fi,j −∆fi,jdt
Ici, dt repre´sente un pas de temps de la simulation qui peut fausser la minimisation s’il
est fixe´ a` une valeur trop e´leve´e. Cependant, il est possible de trouver sa valeur optimale
a` chaque ite´ration. L’algorithme ci-dessous est de´rive´ de ceux pre´sente´s par Shewchuk
[She94]. Soit X l’ensemble des points du maillage :
Algorithm 7 Descente de Laplacien
i = 0






i = i+ 1
end while
Remarque 1 : Erreur est la somme des normes de tous les Laplaciens locaux divise´e par
le nombre de Laplaciens.
Remarque 2 : Dans le cas d’une minimisation pour surface minimale ge´ne´rale, les La-
placiens aux bords “haut” et “bas” (i.e. au niveau des courbes) sont fixe´s a` ze´ro.
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La figure 3.10 montre le re´sultat qu’il est possible d’obtenir apre`s plusieurs ite´rations.
Figure 3.10 – Deux surfaces minimales par descente de Laplacien.
3.2.4 De´projection avance´e
Une association par pourcentage n’est souvent pas assez pre´cise. Sur la figure 3.11, on
illustre le re´sultat que l’on aimerait atteindre lorsque l’on met en correspondance deux
courbes diffe´rentes. Le tout est utilise´ pour obtenir le re´sultat pre´sente´ en figure 3.13.
Figure 3.11 – Re´sultat attendu.
Pour ce faire, le calcul de la surface minimale est a` la base de notre solution. Ne´anmoins,
plusieurs modifications ont e´te´ apporte´es, comme pour les contraintes aux bords. Afin
d’obtenir une mise en correspondance, comme celle illustre´e ci-dessus, il est primordial
que les points aux bords “haut” et “bas” (c’est-a`-dire les points sur les courbes) aient la
possibilite´ de se de´placer sur leur courbe associe´e.
Mobilite´ des points aux courbes
La premie`re modification a e´te´ au niveau des bords “gauche” et “droit” (points en rouge
sur la figure 3.11). De´sormais, il sont fixes, contrairement aux points aux bords “haut” et
“bas”, c’est-a`-dire au niveau des courbes qui eux (excepte´s premiers et derniers points)
sont mobiles.
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Le calcul du Laplacien aussi a e´te´ modifie´, spe´cialement au niveau des points “haut” et




ou` ti est la tangente au point xi. li,j+1 repre´sente la distance sur la courbe entre les points
xi et xi+1, et li,j−1 entre les points xi et xi−1. Le calcul du Laplacien sur les bords “haut”





Cependant, afin d’assurer le de´placement du point sur la courbe on va modifier l’e´tape
“fi,j = fi,j −∆fi,jdt” au niveau des bords. Pour bien faire, on cherche a` trouver le pour-
centage de de´placement du point sur la courbe, et correspondant au Laplacien calcule´.
Pour cela, on utilise le produit scalaire,
α = ∆fi,j · d
u` d repre´sente toujours la tangente a` la courbe au point xi. Le nouveau point xi est donc
le point se situant au pourcentage de xi + α sur la courbe.
Maximiser l’orthogonalite´
La dernie`re modification maximise l’orthogonalite´ du maillage. Pour ce faire on conside`re












avec α > 1.0.
Ne´anmoins, il est primordial d’e´tudier l’e´volution de la surface avec plusieurs valeurs de
α fixe´es pour voir s’il est possible de de´terminer empiriquement une valeur de conver-
gence.
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Afin d’obtenir ce graphique, nous avons pris pour initialisation un premier point a` 50%
sur la premie`re courbe et son correspondant aussi a` 50% sur la seconde. La courbe re´sultat
montre de quel pourcentage le point a e´volue´ sur la seconde courbe afin de respecter au
mieux l’orthogonalite´. On voit qu’au bout d’un certain moment, et c¸a pour la majorite´
des courbes, augmenter la valeur de α n’a plus e´norme´ment d’importance sur le re´sultat.
Apre`s plusieurs se´ries de tests, on a pu en de´duire qu’au-dessus de α = 20, l’ame´lioration
des re´sultats pouvait eˆtre ne´gligeable. De plus, dans le cas de α trop grand, ceci peut
fausser la minimisation et faire augmenter, voire exploser l’erreur. On rappelle que l’erreur
correspond a` la somme des normes des Laplaciens, on cherche a` la minimiser, donc que
ces Laplaciens soient de norme nulle.
La figure 3.12 montre les re´sultats visuels de l’e´volution de la surface pour diffe´rentes
valeurs de α :
(a) (b)
(c) (d)
Figure 3.12 – (a) Surface non minimise´e, initialise´e avec les pourcentages. (b) Surface
minimise´e avec α = 2. (c) Surface minimise´e avec α = 10. (d) Surface minimise´e avec α
= 20.
On remarque qu’avec α = 2, les re´sultats sont de´ja` plus satisfaisants qu’a` l’initialisation.
Cependant, l’orthogonalite´ n’est pas encore tout a` fait respecte´e.
A la figure 3.12 (d), on peut voir le re´sultat final pour α = 20. L’orthogonalite´ est respecte´e
et la correspondance entre les deux courbes est beaucoup plus repre´sentative. A la Figure
3.13, on peut voir le re´sultat applique´. Dans les deux cas, on de´marre d’un trait diagonal,
ou` l’on redessine sa projection au sol, le remplac¸ant par quelque chose d’un peu plus
complexe. On essaie de garder au maximum l’aspect diagonal de la courbe. A gauche la
correspondance non-optimise´e, a` droite avec une optimisation a` α = 20.
Cependant, l’utilisateur ne de´sirera peut-eˆtre pas toujours utiliser la version optimise´e.
D’une part car la de´projection prend un peu plus de temps et d’autre part parce qu’elle
n’arrive pas toujours au re´sultat voulu. Dans le cas d’un dessin de spirale par exemple, on
utilisera une de´projection simple. Grossie`rement, on dessinera un premier trait vertical,
puis un enchaˆınement de cercles au sol, correspondant a` son “ombre”. On rappelle que
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l’algorithme de calcul de courbes principales ne permet pas de ge´rer les courbes repas-
sant plusieurs fois sur elles-meˆmes, mais que l’utilisateur a la possibilite´ de de´marrer de
nouveaux trace´s, et de les relier.
(a) (b)
Figure 3.13 – (a) Non-optimise´. (b) Optimise´ avec α = 20.
3.2.5 Re´sultat
Figure 3.14 – Courbe 3D ge´ne´re´e avec notre solution et vue sous plusieurs angles.
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Applications
Afin de mieux adapter et ame´liorer notre syste`me nous l’avons teste´ avec diffe´rentes per-
sonnes ayant des capacite´s artistiques de tous niveaux. Les taˆches qui leur ont e´te´ de-
mande´es se sont divise´es en deux parties. Premie`rement l’aspect 2D ou` l’utilisateur doit
esquisser des silhouettes/contours avec support a` l’appui, ce qui nous permet d’avoir des
retours sur la technique ge´ne´rale de courbes principales par trace´s multiples. Ensuite pour
l’aspect 3D, on demande a` l’utilisateur de produire un chemin passant par des anneaux
3D ge´ne´re´s ale´atoirement.
4.1 Esquisse de contours 2D
4.1.1 Taˆche a` effectuer
Ici, le but est d’avoir des retours sur la technique ge´ne´rale de courbe principale. On entend
par la` l’avis de l’utilisateur quant a` la stabilite´ du syste`me, sa qualite´ de repre´sentation
du trace´, etc.
L’esquisse de contours 2D est divise´e en deux e´tapes. Premie`rement, l’utilisateur doit, a`
l’aide d’un support, esquisser une silhouette ou un contour. Ensuite, on lui demande de
re´-effectuer l’ope´ration mais cette fois-ci sans support. Afin de bien pouvoir comparer les
performances de chaque utilisateur ainsi que la ressemblance entre la version sans support
de celle avec support, il est ne´cessaire que la forme demande´e ne soit pas complique´e. Pour
les tests suivants, nous utilisons pour support un cercle que l’utilisateur doit calquer, puis
tenter d’approcher.
Figure 4.1 – Support utilise´ pour la se´rie de tests d’esquisse de contours 2D.
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4.1.2 Performances
(a) (b) (c) (d)
Figure 4.2 – (a) Avec support 30sec. (b) Avec support 3min. (c) Sans support 30sec. (d)
Sans support 3min.
Temps Nb Trace´s Nb Trace´s utilise´s Nb Points Nb Points utilise´s
Avec support 30sec 22 20 632 580
Avec support 3min 68 35 3107 1621
Sans support 30sec 20 19 525 494
Sans support 3min 57 33 2602 1273
4.1.3 Retour de l’utilisateur
Dans la version actuelle du syste`me, la courbe principale est recalcule´e, a` chaque nouveau
trace´, sur l’ensemble des trace´s produits par l’utilisateur. Le processus de calcul de courbe
principale n’e´tant plus toujours instantane´, l’utilisateur est arreˆte´ dans son esquisse et on
perd cette fluidite´ de trace´ recherche´e. De plus, le calcul de courbe principale e´tant sur un
nuage de points, si on re´-effectue ce parcours sur l’ensemble des trace´s, le parcours ne sera
probablement pas comple`tement identique au parcours pre´ce´dent, et ceci ame`ne quelques
instabilite´s dans le syste`me.
Ne´anmoins, l’utilisateur est satisfait de la courbe principale obtenue et pense que celle-ci
illustre tre`s bien ce qu’il voulait esquisser.
4.2 Esquisse de chemins 3D
4.2.1 Taˆche a` effectuer
L’esquisse de chemins 3D tester, en priorite´, la bonne adaptabilite´ de notre techniques de
courbe principale au 3D, mais elle doit aussi fournir des retours sur notre solution “d’es-
quisse 3D”, surtout au niveau des changements automatiques de camera, de l’utilisation
de la 2D12 au lieu d’une 3D a` proprement dit, etc.
Pour ce faire, on ge´ne`re une se´rie d’anneaux 3D dans une sce`ne 3D restreinte sur sa taille
(afin de ne pas ge´ne´rer les anneaux sur un espace 3D trop large). Le but de l’utilisateur
est d’esquisser un chemin 3D passant par l’ensemble de ces anneaux. On ne contraint pas
l’utilisateur, pour ces tests, sur l’ordre dans lequel il doit parcourir les anneaux.
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Figure 4.3 – Anneaux de´finissant le chemin a` tracer.
4.2.2 Performances
(a) (b)
Figure 4.4 – (a) 3 anneaux. (b) 5 anneaux.
Temps Nb Trace´s utilise´s Nb Points utilise´s Nombre d’anneau
1.44min 29 1209 3
4.07min 68 4612 5
4.2.3 Retour de l’utilisateur
L’utilisateur reste peu a` l’aise avec les controˆles de came´ra. C’est pourquoi l’adaptation
automatique de came´ra est fortement appre´cie´e. De plus, l’ide´e de toujours esquisser sur
un plan semble eˆtre, pour lui, ce qu’il y a de plus logique et de plus intuitif.
L’utilisateur sugge`re qu’il serait bon d’ajouter un outil d’effacement, il voudrait aussi
pouvoir re´-e´diter des parties de courbes plus grandes et plus complexes.




De nos jours, l’intuitivite´ et la facilite´ deviennent deux mots d’ordre dans la concep-
tion d’interfaces utilisateur. Ne´anmoins comme on a pu le pre´senter, les techniques de
“sketching” utilise´es se rapprochaient rarement des me´thodes d’esquisse artistique. C’est
pourquoi nous avons propose´ une me´thode de ”sketching” s’approchant des techniques
de dessins au crayon, en espe´rant qu’elle corresponde mieux aux techniques classiques,
et ainsi qu’elle soit plus naturelle d’utilisation. Nous avons de´veloppe´ une repre´sentation
nume´rique des traits d’esquisse et l’avons adapte´ a` la fois aux contraintes de traits mul-
tiples, et a` la notion temporelle qui s’apparente avec une notion de traits en gras ou a` peine
eﬄeure´s. Nous avons aussi donner une version efficace pour que le traitement se fasse en
temps re´el. Finalement, nous avons e´tendu cette notion d’esquisse au 3D en de´veloppant
une me´thode de projection sur des plans et a` l’adaptation des positions de la came´ra par
rapport a` ces plans.
Meˆme si notre me´thode re´pond a` plusieurs de nos contraintes initiales, il s’agit d’un
proble`me tre`s complexe qui demande une e´tude en profondeur des diverses options qui
s’offrent a` nous. Dans ce sens, nos deux e´tudes expe´rimentales sur des sujets nous ont
fait ressortir les points positifs de notre approche, et aussi des proble`mes encore a` re´gler
et des pistes de solutions. Comme on a pu le signaler, notre solution n’e´tait pas toujours
assez stable (il arrivait de perdre la courbe principale car le parcours n’est pas exactement
le meˆme a` chaque fois que l’on ajoute un nouveau trait). C’est pourquoi nous essayons
actuellement de corriger ce proble`me. Par la suite, on pourrait meˆme essayer d’imaginer
ajouter la gestion de niveaux de de´tail. L’utilisateur pourrait retracer des grands traits
sur des petits raffinements sans pour autant les supprimer car il dessine sur un niveau de
de´tail supe´rieur.
Encore plusieurs changements restent a` eˆtre effectuer avant d’arriver a` une version stable de
notre solution. Cependant, elle de´montre qu’il reste encore a` faire du coˆte´ du “sketching”
et qu’il est toujours aussi difficile d’imaginer une solution parfaite du “sketching” 3D.
En cas de bon fonctionnement, notre syste`me serait voue´ a` eˆtre utilise´ par l’industrie






Figure 4.5 – Sche´ma de projection orthogonale.
La projection orthogonale d’un point A sur une droite de direction d et passant par B
correspond a` trouver un vecteur reliant A a` la droite, tout en e´tant perpendiculaire a`
celle-ci. Pour ceci, quatre e´tapes sont ne´cessaires.
ab = A−B
α = d · ab
a′ = d ∗ α
A′ = B + a′
Tout d’abord, on cre´e le vecteur a. Ensuite, on calcule α, le produit scalaire entre a et d
(d toujours normalise´). Puis, on multiplie d par ce coefficient, afin de projeter le vecteur
ab sur d. Et finalement, on de´place B le long de ce vecteur.
4.3.2 De´projection planaire
Cet appendice trouve la projection d’un point dessine´, en 2D a` l’e´cran, sur un plan quel-
conque d’une sce`ne 3D. On conside`re que le point 2D est dessine´ dans une feneˆtre OpenGL
et qu’il est projete´ dans la sce`ne 3D affiche´e dans cette feneˆtre et regarde´ par une “camera”,
comme celle repre´sente´e sur le sche´ma 4.2.
En conside´rant le sche´ma 4.2, le point que l’on cherche est A′. Le point A correspond a` la
projection du point 2D sur un plan paralle`le a` la camera (i.e. perpendiculaire au vecteur
vue) et a` distance depth fixe´e. P correspond a` la position du plan dans l’espace, C a` la
position de la camera et le vecteur n, correspond a` la normal au plan sur lequel on projette
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le point dessine´ a` l’e´cran.
Figure 4.6 – Sche´ma de de´projection planaire.
La premie`re e´tape pour de´terminer A′ et de calculer le vecteur d. Pour cela, on cherche a`
trouver le point A.
En conside´rant un point 2D p dont les coordonne´es sont normalise´es . Lorsque p se trouve
dans le coin en haut a` gauche de la feneˆtre, ses coordonne´es sont (−1.0, 1.0), au centre de
la feneˆtre (0.0, 0.0) et dans le coin en bas a` droite (1.0,−1.0). Puis une came´ra caracte´rise´e
comme sur le sche´ma 4.3.
Figure 4.7 – Sche´ma de came´ra.




A = (axisX ∗ px− axisY ∗ py − axisZ) ∗ depth+ C
ou` axisX, axisY et axisZ sont les vecteurs d’orientation de la came´ra, correspondant aux
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trois colonnes de sa matrice de rotation. Pour plus de de´tails sur les matrices de rotation,
voir l’appendice sur les matrices de transformation.
Avec A, il est facile d’avoir le vecteur d, et A′ se calcule de telle manie`re :
A′ = C + dn·(P−C)d·n
4.4 Matrice de Transformation
Les matrices de transformation sont utilise´es pour de´placer un point dans l’espace. Elles
ont e´te´ rede´finies dans notre solution afin d’avoir un meilleur controˆle sur les objets. La
forme ge´ne´rale des matrices de transformation est la suivante :
T = R.S.t
Ou` R est une matrice de rotation, S une matrice de mise a` l’e´chelle et t un vecteur
translation. Pour toutes les explications suivantes, p symbolisera un point 3D.
L’application d’une translation (de´finie par un vecteur cas si p est un point 3D) a` p a
pour re´sultat :
p = p + t
L’application d’une matrice de mise a` l’e´chelle (de´finie par une matrice 3× 3 cas si X est
un point 3D) a` X a pour re´sultat :
p = Sp =
sx 0 00 sy 0
0 0 sz
p
Ou` sx, sy et sz repre´sentent, respectivement, les coefficients de mise a` l’e´chelle sur l’axe
X, Y et Z.
En ce qui concerne les matrices de rotation, il en existe diffe´rents types. Tout d’abords les
matrices de rotation d’angle θ et d’axe X, Y et Z (de gauche a` droite ci-dessous).1.0 0.0 0.00.0 cos θ − sin θ
0.0 sin θ cos θ
 cos θ 0.0 − sin θ0.0 1.0 0.0
sin θ 0.0 cos θ
 cos θ − sin θ 0.0sin θ cos θ 0.0
0.0 0.0 1.0

Puis les matrices plus ge´ne´rique prenant un axe v = (vx, vy, vz) et un angle θ. On conside`re
Rc et Rs tel que :
Rc = v ∗ (1.0− cos θ)
Rs = v ∗ sin θ
Rc et Rs de la forme Rc = (rcx, rcy, rcz) et Rs = (rsx, rsy, rsz), on obtient la matrice
de rotation R avec :cos θ + vx ∗ rcx ax ∗ rcy − rsz ax ∗ rcz + rsyax ∗ rcy + rsz cos θ + vy ∗ rcy vy ∗ rcz − rsx
vx ∗ rcz − rsy vy ∗ rcz + rsx cos θ + vz ∗ rcz

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